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STETIGE ZUFALLSVARIABLE

(R. Miller, Bundesrealgymasium Wien 3)

1. Einleitung

Wie angekiindigt geht es in diesem Vortrag um die Verwirklichung von
'Angewandter Mathematik' im Schulunterricht. Da die Fachdidaktik oft
recht verschiedenes unter ‘Angewandter Mathematik' versteht, mZchte ich
rmeine Vorstellungen dazu an einem typischen, dem konkreten Unterrichts-
geschehen auf der 12. Schulstufe eines mathematischen Realgyrnzsiurs
entnommenen, Beispiel darlegen:

Beispiel 1: Einer statisti;chen Untersuchung (1) entnimmt man, da?2 sich

die Monatsnettoeinkiinfte der Bevblkerung eines bestimmten

Landes im Jahr 1980 gemafR

1 X

Gix) : In10 " ¥ + 1 xe [0,10]

0 sonst

verteilen, wobei x die Einklinfte, gemessen in 1 000 Wzhrungs-
einheiten, und ¢ (x) die zugehtrigen relativen Haufigkeiten
beschreibt.

Flr den Schiiler der 12. Schulstufe ist dies eine Funktion, der man
|
mit dem 'Nullstellen-Extremata—Wendepunkté— .+« =Schema' zu Leibe riicken
kénnte, - bloB, was hat man damit gewonnen ? Will man die der Meldung
inrnewohnende Information extrahieren, so hat man offensichtlich zundchst
die "richtige(n) Frage(n) zu stellen"; und diese betreffen wohl kaum die
Wendepunkte, sondern lauten wohl eher so:

la) wWie groB ist das Durchschnittseinkommen ?

1b) Wieviel verdienen die meisten Menschen ?
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Dabei ist es zunichst gar nicht klar, ob la) und 1lb) nicht nach dem-
selber. Wert fragen ! Ebensogut sind Fragestellungen der Form

1c) Wieviele Einkommensbezieher sind arm ?

1d) Welchen Anteil am 'Einkommenstopf' haben die Armen ?

le) Wieviele Einkommensbezieher verdienen mehr als 9 500,-- ?

durchaus naheliegend. Trotzder passen diese (und die meisten anderen
sogearteten) Fragestellungen nicht so recht in das 'Nullstellen-Extremata-
wendepurkte- ... -Schema'.Ja ich behaupte, daf dieses Schema uns oft

sogar 'blind' macht fir das, wobei es uns helfen sollte, ndmlich bein

Erkennen des qualitativen Verlaufes der Funktion.

Aus dieser leidvollen Erfahrung heraus entstand der Wunsch, den -
vom Lehrplan geforderten - Kurvendiskussionen zumindest im Nachhinein
'Leben einzuhauchen', um so "Mathematik zu betreiben, wie sie wirklich
ist" (2). Offensichtlich verlangt die 'Losung' einer eingekleideten
aufgabe vom Schiller in hdherer MaBe als sonst, sich dem Prozel des

Mathe~atisierens zu widmen, also dem Wechselspiel von Verbalisieren und

Formzlisieren, der Verzahnung von Praxis und Theorie zu geniigen. Die

Offerheit gegenﬁber einer breiten Palette mdglicher Fragestellungen und
die Interpretierbarkeit der Rechenergebnisse eroffnen dem Unterricht die

Dirercionen der Wirklichkeitsndhe und der Politischen Bildung. Nicht

zuletzt trigt eine solche Vorgangsweise zu einer gelockerten Arbeits-

atmosphére im Mathematikunterricht bei.

Trotzdem dirfen wir nicht ibersehen, daB (die meisten) Schiiler sich
Schemata wiinschen. Der Lehrer wird, will er bdsen {Uberraschungen bei
Schularbeiten entgehen, diesem Wunsch in gewisser Hinsicht entsprechen

rissen. Eine naheliegende Moglichkeit ist die, sich auf eine 'Klasse'
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von Funktionen zu beschranken, etwa auf die "wahrscheinlichkeitsdichten
und Wahrscheinlichkeitsverteilungen'". Der Titel meines Referates spiegelt
diese Beschrankung wider. Zur Rehabilitierung kann jedoch angefiihrt

werden, daB so zumindest exemplarisch den didaktischen Zielvorstellungen

recht weitgehend entsprochen werden kann.

2. Zur Begriffsgenese: 'Stetige Zufallsvariable'

Sieht man - so wie ich - Theorie im Unterrichtsgeschehen nur zu einem
kleinen Teil als 'Mitteilung gesicherten Wissens' an, sondern vielmehr
als Ideengeriist und HerleitungsprozeR, so gilt es dem Zustandekommen von

@ (x) von Beispiel 1 nachzuspiiren, insbesonders, da diese Ergebnisse
als Ausgangspunkt weitergehender Folgerungen und auch emotionell-beding-

ter Interpretationen von mafBgeblicher Bedeutung sind.

Ausgangspunkt konnte die Befragung einer ‘reprasentativen' (3) Stich-
probe S gewesen sein, wobei die Befragten entweder ihr Einkommen dekla-
rierten, oder sich gewissen vorgegebenen Klassen selbst zuordneten (4).
Im ersten Fall legt man der Beschreibung ein Individualmodell zugrunde,
das im vorliegenden Fall, dh., angesichts der sehr groBen Zahl ver-
scnieden hoher Einkiinfte gegerniiber dem Stichprobenumfang, sich einer
quantitativen Beschreibung weitgehend entzieht. Im Gegensatz dazu driangt
das Klassenmodell eine (mdgliche) Quantifikation gerédezu auf. Die dem
Schiiller aus der 7. Klasse geldufigen primdren Verteilungstafeln und

Histogramme zeigen dies sehr deutlich. (5)

Genaugenommen bedeutet das Zeichnen von Histogrammen wegen deren

Einbettung in den R® bereits eine Kontinuisierung der ZufallsgrofBle
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'Einkommen', die ihrerseits eine Funktion von S in R ist (6). Leider
gestattet es die derzeitige Lehrplansituation (7) nicht, schon in der

7. Klasse hier nachzusetzen, und den Ubergang vom diskreten zum kon-

tinuierlichen Modell konsequent zu niitzen. Mir scheint dies ein schwer-

wiegender Mangel zu sein, &uBert sich doch die "Kraft des Formalen" oft

gerade in der Mdglichkeit eines geschickten Modellwechsels. Es widre unge-

mein nitzlich, konnte man das diskrete und das kontinuierliche Modell
nebeneinander abhandeln, in ihren spezifischen Stirken als auch in ihrer
gegenseitigen fruchtbringenden Abhiangigkeit. Wo sonst bietet sich in
ungekiinstelter Weise die Moglichkeit eines Vergleiches der 'exakten'
Methoden mit den 'numerischen' (eventuell EDV-unterstiitzten) ? Wo noch
kann man das Individual-, Klassen- und Kollektivmodell als Methode fort-
schreitender Quantifizierung und Parametrisierung erkennen, die Problema-
tik des Modelliérens iberhaupt als filr unser aller Alltagsleben relevant
vermitteln ? Hat der Durchschnittsverdienst gemiaB Frage la) wirklich

die ihm zugebilligte Aussagekraft ? Ist es wirklich richtig zu sagen,
21,7 % der Einkommensbezieher verdienen exakt 1 000,-- , wie man in ge-

wohnter Weise durch Einsetzen in den Funktionsterm unschwer erhidlt ?

Der Schiiler sollte erkennen, daB der graphisch leicht durchfiihrbare
Ubergang vom (unstetigen) Histogramm zum (stetigen) Ausgleichspolygon,

und schlieBlich zur (glatten) Ersatzkurve eine Anderung in der Denkweise,

in der Interpretation der Fakten verlangt, sollte erkennen, inwieweit diese
im Formalismus ihren Niederschlag findet. Gemeinsam mit der bekannten
Problematik um die Begriffe 'Wahrscheinlichkeit' und 'Relative Hiaufigkeit'
(8), sowie aufbauend auf die Integralrechnung erlauben die folgenden
verbalen Forderungen unschwer die Genese einer formalen Definition des

Begriffes 'Stetige Zufallsvariable':

———— . s et e - e
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Forderung 1) Die Haufigkeiten (Wahrscheinlichkeiten) werden stets durch

eine nichtnegative Funktion beschrieben.

2) Die leichte Vergleichbarkeit verschiedener Untersuchungen
(also von verschieden groflen Stichproben) verlangt die
Normierung zu den relativen Haufigkeiten (Wahrscheinlich-

keiten).

3) Das Zumessen der relativen Hiufigkeit (Wahrscheinlichkeit)

beruht auf dem Vergleich von Flachen.

Definition: (9) Eine ZufallsgrodBe X heiBt stetig, wenn es eine (auf R) def.
Funktion % gibt mit folgenden Eigenschaften:

1) ©Q(x) >0
2) oo
©(x).dx = 1
- 00 b
3) Pla € X<b) = J[QP(x).dx a £ b, a,b € R

a

GS (x) heiBft Wahrscheinlichkeitsdichte der ZufallsgrioBe X.

Analog ldaBt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung als unbestimmtes
Integral CI)von ¥ (als Pendant zur relativen Summenhzufigkeit) definie-
ren. Es ist eine lehrreiche und vom Schiiler durchaus allein bewdltigbare
Aufgabe, die Beschrdnktheit und Monotonie von Cb aus den Eigenschaften

von ©Q herzuleiten.

3. 2ur unterrichtspraktischen Durchfilhrung

Wie bereits erwdhnt, dient Beispiel 1 als Gerilist zur Entwicklung der

Lehrinhalte. Ein erster Schritt besteht darin, den Verlauf der Kurve
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qualitativ in den Griff zu bekommen. Ich habe meine Schiiler stets dazu

angehalten, solche Funktionen moglichst schrittweise zu entwickeln (10),
A Y
|

2 y = X
|
\74/
4 SE——— § y=x,+1
A
Z\- = 1
B - = yE el
!
I
e = digs w ¥ = X
S ‘ Y= i1
wobei die multiplikative Konstante a = IElIB’ fir den qualitativen

Verlauf unerheblich ist. Unter Beachtung des Definitionsbereiches erhdlt

man praktisch ohne Rechnung eine durchaus aussagekridftige Kurve:

@(x)

Abb.: 1

An dieser Stelle ist es durchaus angebracht, von kleinen Kurvenretuschen

(11) bis hin zur vdlligen Umgestaltung des Bildes den Formenreichtum von

Dichtefunktionen durchzuspielen und zu interpretieren (12). Hier ist Zeit,

die (Voraus-)Urteilsfahigkeit einer heilsamen, kritischen Priifung zuzu-

filhren. Gleichzeitig erfahren die frilher mechanisch abgehandelte Bestim-

e ————CE
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mung von Extremwerten und die Untersuchung zur Symmetrie etc. eine nach-
tragliche Rechtfertigung. Man erkennt darin den Versuch, den qualitativen
Verlauf der Kurve durch einige wenige Grofen zu charakterisieren. Damit
leitet man auch unschwer zu jenen Parametern liber, welche in der diskreten
Statistik von Bedeutung sind: Zum Mittelwert (Erwartungswert), zur Varianz
und zZhnlichen Lage- bzw. Dispersionsparametern. Die folgende Tabelle

stellt die wichtigsten Parameter im diskreten bzw. kontinuierlichen Modell

Mean Y:Z rlxy 3% M= E(X) = f @ (x).x.dx
k=4 -
<€ m £ |Sl
Modus H: r(H) = max r(x, ) @Q(H) = max Q(x)
X, Isle N -
Median | z: 41%“‘1“ 0,5 =f (?(x).dx
I-(xl% + x,%d) IsleNg ™
: 2 iy 2 2 N L
Varianz | &%= 2 r(x, ).(x, = X) &2=V(X) = [ @(x).(x -m) .dx
k=1 - - 20
=f<g(x).x .dx - (u.l'

Im Unterricht habe ich mich stets darauf beschrdnkt, diese Formeln

mittels Analogieschliissen herzuleiten. Besonders wichtig erschien mir

jedoch das Verstdndnis fiir diese Formeln. So sollte die Vorraussetzung

einer geordneten Stichprobe fir die Berechnung von z im diskreten Fall

genauso selbstverstandlich sein wie die Interpretation des Modus als

lokales Extremum oder Randextremum. Insbesonders bei der Berechnung des

Erwartungswertes sollte dem Schiiler die formale Gleichheit der Berechnung

des arithmetischen bzw. gewogenen Mittels, der RICHMANNschen Mischungs-

regel sowie der ihm aus der Integralrechnung gelidufigen Formel fur den
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Schwerpunkt eines ebenen Flachenstiickes bewuSt (gemacht) werden !

Anhand der obigen Formeln lassen sich die Fragen aus Beispiel 1

wie folgt beantworten:
40

ad la) é;.=—1—51-1—0- ].x;,—’:—-l— .dx = 3,7

dh., der Durchsc:;ittsverdienst ist ungefahr 3 700,— .
ad 1b) (g(H) =0 =-> H=1

dh., das haufigste Einkommen ist 1000,-~ .
ad 1lc) Nimmt man etwa 500,-- als Armutsgrenze an, SO erhdlt man

0,5
'{:g(x) .dx = 0,048

o)
dh., fast 5 % der Einkommensbezieher gelten als arm.

0,5
ad 1d) f X (g(x).dx = 0,016
o 40

Vergleicht man dieses Ergebnis mit[ x. @ (x).dx = 3,7 , was
nun auch als 'Gesamteinkommen' inte;;retiert werden kann, so er-
hdlt man: Die Armen haben am Gesamteinkommen einen Anteil von etwa
4,3 Promille.

ad le) Analog zu lc) und 1d) erhdlt man: 2,2 % der Einkommen§bezieher

verdienen mehr als 9 500,-- . Ihr Anteil am Gesamteinkommen ist

etwa 5,8 % .

Das starke Auseinanderklaffen von hdufigstem und durchschnittlichem
Einkommen zeigt, daB e i n Lageparameter alleine nur eine sehr geringe
Aussagekraft hat. Es erweist sich daher als giinstig, auch den Zentralwert z
zur Charakterisierung heranzuziehen:

1f) 50 % der Einkommensbezieher verdienen weniger als oene D

E
i 2 .
ad 1f) 0,5 = j:cg(x).dx e - .ln|z* + 1| = 0,5 =—>
22 +1=10 =3 2z =3

dh., 50 % der Einkommensbezieher verdienen weniger als 3 000,-- .
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Die Streuung schlieBlich liefert ein MaB dafir, inwieweit die Form von

Lg(x) von tafelbergfdrmiger oder spitzer Gestalt ist.

1g) Berechne, wie stark die Einkommen um den Mittelwert (J. streuen !

10
ad 1g) 6“1= X . Lg(x).dx—(Al‘? &’ = 2,65

o

Genauso konnte man zu etwas komplexeren Fragestellungen iibergehen, etwa:

1h) Wieviel Prozent der Einkommensbezieher umfafit jene Gruppe von 'Gut-~

]
verdienern, welche 50 % des Gesamteinkommens fur sich beanspruchen ?

40 o
ad 1h) Aus dem Ansatz 0,5:[ x. @ (x).dx =/ x. @ (x).dx

0o
erhdlt man eine (nicht elementar losbare) Gleichung der Form:

arctan ? = f +¢c g

die graphisch leicht bestimmbare Losung lautet = 5,66
40

Wegen fg?(x).dx a 0,24 erhdlt man die Losung: Die 'oberen'
5,66

24 % der Einkommensbezieher, - das sind jene, welche mehr als

5 660,-- verdienen -, teilen die Halfte des 'Kuchens' unter sich

auf.

ErfahrungsgemaB wird der Anteil der 'Reichen' am Gesamteinkommen trotz
(oder gerade aufgrund von ?) Abb.: 1 vom Schiiler unterschatzt. Sicher ist
es Aufgabe des Mathematikunterrichtes, solchen visuellen 'Irrtiimern’
zu begegnen; im vorliegenden Fall ist dies auch auf visuellem Weg leicht
méglich, wenn man die Gewichtung von cg(x) mit x anhand (des Volumens)

einer Zylinderfliche veranschaulicht:

X

4

1
*
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4. Einige Tips fir die Beispielerstellung

Manchem mag das Thema 'Einkommensverteilung' gerade im Hinblick auf die
derzeitige Situation, die durch Reallohnverluste und 'Privilegienabbau’
gekennzeichnet ist, zﬁ brisant sein. Insbesonders kénnte - nicht ganz un-
berechtigt - eingewendet werden, daB 'fiktive' Angaben unlauter

sind, da sie, je nach Belieben, Emotionen auf- oder abwiegeln helfen !

Daher will ich einige 'unverfidngliche' - nichtsdestoweniger diskussions-
wiirdige - Ideen fir Beispiele prdsentieren, wie sie in meinem Unterricht
Eingang gefunden haben:

Beispiel 2: Die Liange der Schulwege (gemessen in km) zu einer bestimmten
Schule im 3. Bezirk unterliegt der Wahrscheinlichkeitsdichte
1 2
@(x) = —os X.(x - 6)
2a) Ermittle den 'sinnvollen' Definitionsbereich !

2b) Welche Schulweglidnge ist die wahrscheinlichste ?
2c) Berechne die durchschnittliche Schulweglinge samt Streuung !

Beispiel 3: Eine Untersuchung iiber den Benzinverbrauch von Autos, be-
schrieben durch die stetige Zufallsvariable X (gemessen in

1/100 km) hat folgende Wahrscheinlichkeitsdichte ergeben:

(x) = 3 - ¥ - 15x + 50
]x) =10 x - 14

3a) Ermittle den 'sinnvollen' Definitionsbereich !

3b) Zeige, daB eine Dichte vorliegt !

3c) Berechne den wahrscheinlichsten Verbrauch !

3d) Berechne den Durchschnittsverbrauch !

3e) Wieviel Prozent der Wagen haben einen extrem niedrigen bzw.
extrem hohen Verbrauch (definiert als Werte auBerhalb des

Streubereiches) ?
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Beispiel 4: Aus einer Untersuchung geht hervor, da8 die Wahrscheinlich-
keit fur die Bezahlung: der Rechnung x Tage nach Rechnungs-
erhalt sich wie folgt verteilt:

& (x) = I S S .
10T 10 10

4a) Wie lange ist der o (x) zugrunde gelegte Zeitraum ?
4b) Die eingerdumte Zahlungsfrist sei 30 Tage; wieviel
Prozent der Kunden halten sich nicht daran ?
4c) Wieviele Tage muB man durchschnittlich bis zur Rechnungs-
begleichung warten ?
Beispiel 5: Die 'Altersstruktur' einer Fischpopulation geniigt
‘.g(x) = 3.e.3x x€e |0, oo[

wobei x das Alter in Jahren angibt.

5a) Berechne das Durchschnittsalter !
5b) Berechne das hiufigste Lebensalter !
5¢c) 50 ¥ aller Fische sind jiinger als ... ?

5d) Wieviel Prozent der Fische werden ilter als 3 Jahre ?

Dabei fzllt auf, daB stets Q (x) vorgegeben ist. Dies muB nicht so

sein, wie die folgende Beispielsskizze zeigen soll:

Cﬁ)(x) sei die relative Summenh#@ufigkeit der Gestorbenen (14), ein
Zusammenhang, wie er im Versicherungswesen unabdingbar ist. Der qualita-

tive Verlauf wird durch die folgende Figur illustriert:

" P (x) s @)
4007,
17 ¢+
P + = X . o= X
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(g(x) kann man durch Differenzieren daraus gewinnen. Da Differenzieren
leichter ist als Integrieren, kdnnte man versucht sein, stets <1)(x) vor-
zugeben. In der Praxis ist dies auch hdufig der Fall. Im Schulunterricht
habe ich allerdings die Erfahrung gemacht, daB die Schiiler sich mit der
Vorgabe von.cg(x) leichter taten; aber vielleicht ist dies bloB liebe

Gewohnheit ?

Andererseits konnte man iiberhaupt versucht sein, weder Q (x) noch
ci)(x) vorzugeben, sondern etwa die primdre Verteilungstafel. Obwohl man
solcherart den Unterricht um eine wichtige Dimension des Mathematisierens
bereicherte, ist davon abzuraten. Dies ist leicht einzusehen, wenn man
sich vor Augen hidlt, auf welche Art und Weise der Schiiler den Term einer
geeigneten Ersatzfunktion finden sollte ! Erfahrungsgemif
besitzt kein Schiiler jenes Repertoire von Kurventypen, aus denen er eine
passende, dh., hinreichend genaue undA;eicht zu handhabende, Ersatzfunk-
tion auswdhlen kdnnte. Noch weniger ist ihm die geschickte Superposition
einfacher Grundtypen geldufig. Selbst wenn es ihm geldnge, hdtte man
Probleme im Unterricht; der Lehrer stiinde vor dem Dilemma, lauter ver-
schiedene und somit verschieden gute Approximationen nachrechnen und

beurteilen zu miissen, - was angesichts der derzeitigen Priifungsvorschrif-

ten sicher keine angenehme Situation darstellt.

Aus diesem Mangel heraus wire man wiederum gezwungen, dem Schiiler
'sichere' Methoden zur Hand zu geben, um geeignete Funktionen finden zu

konnen. Die Mathematik kennt zwei Wege:

Der erste fihrt in Richtung Regressionskurven bzw. Reihenentwicklungen

(Interpolationspolynome sind wenig geeignet).
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Der zweite besteht darin, die fiir das Zustandekommen der Urlistenwerte
mafigeblichen Voraussetzungen zu priifen, also zu untersuchen, ob ein
BERNOULLI-Experiment, ob ein POISSON-ProzeB vorliegt, oder ob der zentrale
Grenzwertsatz Anwendung finden kann. Dieser Weg fiihrt offensichtlich zu
den bekannten Standardverteilungen, von denen eine,ndamlich die 'Exponential-
verteilung', in Beispiel 5 behandelt wurde. Die weitaus wichtigste, die
'Normalverteilung', 148t sich in unserem Schema weniger gut abhandeln,

weil sie sich bekanntlich einer elementaren Integration entzieht.

Gleiches gilt filir die t-, F- und viele andere wichtige Verteilungen (15).

Offensichtlich wiirde ail das den Rahmen des Lehrplanes bei weitem
sprengen. Insoferne miissen meine theoretischen Ausfiihrungen und Beispiele
als d a s angesehen werden, was sie sind, - das Ergebnis jenes uangéng—
lichen Kompromisses zwischen Erstrebenswertem und Machbarem, den jeder

Lehrer tagtaglich aufs Neue schlieBen mufl.

FUSSNOTEN

(1) Das vorliegende Beispiel ist fiktive, wenn auch der Typ der Kurve
den realen Verhdltnissen entspricht. Die Entscheidung fir diese
Bevorzugung von Wirklichkeitsnahe gegeniiber der Wirklichkeitstreue
bediirfte einer eingehenden Diskussion. Der korrekte Normierungs-
faktor 2/1n 101 fiel dem Bestreben nach 'schdnen' Ergebnissen zum
Opfer; mit dem angegebenen Normierungsfaktor 1/1n 10 erhdlt man
z = 3, verletzt jedoch die Forderung 2) an eine Dichte geringfliigig.
Die Angabe einer oberen Grenze (hier 10) ist notwendig, weil das
uneigentliche Integral von ¢ (x) an den Grenzen von O bis oo nicht
existiert.

(2) Vergleiche L2, S. 10

(3) Vergleiche L1, S. 179-181




(4)

(5)
(6)

(8)
(9)
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Vergleiche L1, S. 30-38

Der Diskussion der Tatbestidnde aus (3) und (4) sollte im Mathematik-
unterricht unbedingt Raum gegeben werden.

Vergleiche L1, S. 51-57

Vergleiche L1, S. 17, sowie L5

Derzeit ist die diskrete Statistik und Teile der Wahrscheinlichkeits-
rechnung in der 7. Klasse, die Iptegralrechnung in der 8. Klasse
vorgesehen. Mir schiene die umgekehrte Reihenfolge zweckmaBiger

zu sein. Vergleiche hiezu LS.

Vergleiche L7

Vergleiche L6, S. 160

(10) Aus meiner langjdhrigen Erfahrung als EDV- und Mathematiklehrer
heraus bin ich der Meinung, daf man auch beim Einsatz von Computern
im Mathematikunterricht auf diese schrittweise-qualitative Ent-
wicklung n i ¢ h t verzichten sollte !

(11) Bei der Variation (der Parameter) eines Kurventyps ist der Computer
hingegen eine groBe Hilfe.

(12) Vergleiche L1, S. 66-68

(13) Vergleiche L3, S. 134

(14) Die zugehorigen Werte kann man einer 'Sterbetafel', vergleiche
etwa L8, S. 88, entnehmen.

(15) Vergleiche L6, sowie L3 S. 21-54 und S. 115-146, sowie L4, S. 197ff.
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